
𝜋0 −pole’s contribution to 

HLbL in muon g-2
北京大学 林天
2024年7月9日

超级陶粲装置研讨会，兰州

1



CONTENTS

Peking University

01 研究背景：缪子反常磁矩之谜

02 𝜋0-极点对强光子光子散射的贡献

2



缪子反常磁矩之谜

5.0 𝜎
显著性偏差

Δ𝑎𝜇 × 1010 = 24.5(4.9)

新物理?
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𝑎𝜇 × 1010 − 11659000 = 181.0 4.3

精度: 0.37 ppm

(Aoyama et al., 2020)(Aguillard et al., 2023)

𝑎𝜇 × 1010 − 11659000 = 205.5 2.4

精度: 0.20 ppm

需要在标准模型下进行更加精确的计算！

(缪子反常磁矩储存环)

2023年费米实验室最新实验 2020年缪子反常磁矩白皮书



缪子反常磁矩之谜
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四阶

六阶

八阶

…

纯电磁相互作用:

𝑎𝜇
𝑄𝐸𝐷

× 1011 =

116584718.931 ± 0.104

主要贡献，误差可忽略

电弱相互作用:

𝑎𝜇
𝐸𝑊 × 1011 = 153.6 ± 1.0

一圈

双圈

…

𝒪 𝛼2

𝒪 𝛼3

强相互作用:

𝑎𝜇
𝐻𝑎𝑟𝑑𝑜𝑛 × 1011 = 6937 ± 44

被W/Z质量压低，不占主导 主要不确定度来源



强相互作用对缪子反常磁矩的贡献

𝒪 𝛼2  HVP

强真空极化

𝒪 𝛼3  HLbL

强光子光子散射

非微扰特性使得强相互作用的计算极具挑战性
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• 色散关系
• 格点QCD

2020 白皮书 : 𝑎𝜇
𝐻𝑉𝑃 = 6931 40 × 10−11 𝑎𝜇

𝐻𝐿𝑏𝐿 = 92(18) × 10−11

                     目标精度：0.2%                                                        目标精度：10%



强真空极化 HVP
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领头阶 HVP

实验输入
• 𝑒+𝑒− 散射截面: 𝜋+𝜋−

• 𝜏 强衰变: 𝜋−𝜋0

• 2𝐾, 3𝜋, 4𝜋, 𝐽/𝜓道
• R 值测量

• 色散关系:

数据驱动

• 格点 QCD

同位旋对称:

QED 修正:

…

强同位旋破缺:

(Blum et al., 2018)

目标精度高于1%



强真空极化的格点计算
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𝑎𝜇
𝐻𝑉𝑃 =

𝛼

𝜋

2

න
0

∞

𝑑𝑡 𝐾 𝑡 𝐺 𝑡 , 𝐺 𝑡 = −
1

3
෍

𝑘=1

3

෍

Ԧ𝑥

⟨𝐽𝑘 𝑥 𝐽𝑘(0)⟩

• 信噪比问题
• 有限体积效应 𝒪(3%) 对于 𝐿 ≈ 6𝑓𝑚
• 格距误差

(Gérardin, lattice2023)

早期的格点计算结果精度较低

(Blum ’02)

轻夸克c夸克 s夸克

格点QCD

色散方法



强真空极化：windows method
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(Davier et al., 2023)

𝑎𝜇
win =

𝛼

𝜋

2

න
0

∞

𝑑𝑡 𝐾 𝑡 𝐺 𝑡 𝑊(𝑡; 𝑡0, 𝑡1)
长程部分：有限体积效应，统计误差
短程部分：格距误差
窗函数：提取中程部分的贡献 (intermediate window)

∼ 总贡献 30%
各个格点组结果一致 

格点结果同色散方法存在
一定差异

𝑎𝜇,𝑤𝑖𝑛
𝐿𝑂−𝐻𝑉𝑃:

轻夸克同位旋对称
部分的贡献

格点结果
（考虑 QED，强同
位旋破缺，重夸克）

色散方法



强真空极化新谜题
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𝜏衰变

(Davier et al., 2023)

CMD-3

新谜题？
实验vs色散方法vs格点

实验测量

色散方法：
不同实验输入存在差别
𝑒+𝑒− → 2𝜋

• BABAR

• KLOE

• CMD3

𝜏衰变



强光子-光子散射 HLbL
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𝜋0, 𝜂, 𝜂′-极点 2𝜋 态

𝜋0, 𝜂, 𝜂′ 𝜋

= + + …

两种格点计算方案：
• 在色散分析的框架下计算：𝜋0, 𝜂, 𝜂′ 极点
• 直接计算四点函数

目前的精度（~15%）下，色散方法和格点
计算均给出一致的结果。

色散方法：

各个中间
态的贡献

格点直接
计算



强光子-光子散射：格点直接计算 𝑄𝐸𝐷∞方案
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(Blum et al., 2023)

𝑎𝜇
𝐻𝐿𝑏𝐿 =

𝑚𝑒6

3
න
𝑦

න
𝑥

ҧℒ 𝜌,𝜎 ;𝜇𝜈𝜆(𝑥, 𝑦) 𝑖 ෡Π𝜌;𝜇𝜈𝜆𝜎(𝑥, 𝑦)

HLbL 张量

𝑖 ෡Π𝜌;𝜇𝜈𝜆𝜌 𝑥, 𝑦 = −න𝑑4𝑧 𝑧𝜌⟨𝐽𝜇 𝑥 𝐽𝜈 𝑦 𝐽𝜌 𝑧 𝐽𝜎 0 ⟩

𝑄𝐸𝐷∞ 方案
• ෡Π𝜌;𝜇𝜈𝜆𝜌 𝑥, 𝑦 ：

四点函数，可以通过格点计算
• ҧℒ 𝜌,𝜎 ;𝜇𝜈𝜆(𝑥, 𝑦)：

无穷体积中的QED权重函数，可以半解析计算

模型

格点

色散方法
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𝜋0 极点对HLbL的贡献
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𝜋0 极点对HLbL贡献

𝑎𝜇
𝜋0−𝑝𝑜𝑙𝑒

=
𝛼

𝜋

3

න𝑑𝑄1𝑑𝑄2𝑑𝜏[𝑤1 𝑄1, 𝑄2, 𝜏 𝐹𝜋𝛾∗𝛾∗ −𝑄1
2, −𝑄3

2 𝐹𝜋𝛾∗𝛾∗ −𝑄2
2, 0

+𝑤2 𝑄1, 𝑄2, 𝜏 𝐹𝜋𝛾∗𝛾∗ −𝑄1
2, −𝑄2

2 𝐹𝜋𝛾∗𝛾∗(−𝑄3
2, 0)

𝑤1 𝑄1, 𝑄2, 𝜏 , 𝑤2(𝑄1, 𝑄2, 𝜏): 权重函数 𝐹𝜋𝛾∗𝛾∗ −𝑄1
2, −𝑄2

2 : 𝜋0 转变形状因子

约𝑄2 ∼ 𝑚𝜋
2  时取极值

需要任意类空动量形状因子输入

(Aoyama et al., 2020)



𝜋0 转变形状因子的提取
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任意类空动量的 𝜋0转变形状因子

𝑞1 = 𝑖𝐸, Ԧ𝑞

𝐸:自由参数

Ԧ𝑞 =
2𝜋

𝐿
𝑛: 格点动量

𝑖∫ 𝑑4𝑥𝑒−𝑖𝑞1⋅𝑥 Ω 𝑇 𝐽𝜇 𝑥 𝐽𝜈 0 𝜋0 𝑝 ≡ 𝜀𝜇𝜈𝛼𝛽𝑞1
𝛼𝑞2

𝛽
ℱ𝜋0𝛾∗𝛾∗(−𝑞1

2, −𝑞2
2)

传统方案：
并非所有动量取值的形状因子都可以直接计算
必须引入模型进行参数化

VMD 模型，z 展开…

格点输入: ℋ𝜇𝜈(𝑥)

无穷体积标量函
数方案

可以直接计算任意动量的形状因子

ℱ𝜋0𝛾∗𝛾∗ −𝑞1
2, −𝑞2

2 =
1

2𝑚𝜋
න𝑑𝑡 න𝑑3𝑥 𝑒𝐸𝑡

𝑗1 Ԧ𝑞 Ԧ𝑥

Ԧ𝑞 Ԧ𝑥
𝜀𝜇𝜈𝛼0𝑥𝛼ℋ𝜇𝜈 𝑥



𝜋0 形状因子的计算结果
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𝑄1
2 = 𝑄2

2 = 𝑄2 𝑄1
2 = 𝑄2, 𝑄2

2 = 0

当 𝑄1
2 ≠ 𝑄2

2 时，权重函数中的指数因子会显著放大统计误差。

信噪比问题导致无法得到 𝑎𝜇
𝜋0−𝑝𝑜𝑙𝑒

𝑄1
2 = 𝑄2, 𝑄2

2 = 0.5𝑄2

在 𝜋0 静止系中



𝜋结构函数
(在短程部分等于 𝜋分布振幅)

强子函数的洛伦兹结构
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𝐻 𝑥2, 𝑝 ⋅ 𝑥 = න
0

1

𝑑𝑢 𝑒
𝑖 𝑢−

1
2 𝑝⋅𝑥

𝜙𝜋 𝑥2, 𝑢 𝐻(𝑥2, 0)

强子函数
ℋ𝜇𝜈 𝑥 ’s 对𝑝 ⋅ 𝑥的依赖

被描述

(Bali et al., 2018)
保持 SO(4) 对称性强子函数

𝜋结构函数
夸克反夸克对称性: 𝜙𝜋 𝑥2, 𝑢 = 𝜙𝜋(𝑥

2, 1 − 𝑢)

归一化条件: ∫0
1
𝑑𝑢 𝜙𝜋 𝑥2, 𝑢 = 1

ℱ𝜋0𝛾∗𝛾∗ −𝑞1
2, −𝑞2

2 = න
0

1

𝑑𝑢න𝑑4𝑥 𝑒−𝑖𝑘⋅𝑥
𝑥 ⋅ 𝑘 𝑝2 − 𝑥 ⋅ 𝑝 𝑘 ⋅ 𝑝

𝑘2𝑝2 − 𝑘 ⋅ 𝑝 2 𝜙𝜋 𝑥2, 𝑢 𝐻 𝑥2, 0 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑘 = 𝑞1 − 𝑢𝑝

= −2𝑖 න
0

1

𝑑𝑢න𝑑4𝑥
𝐽2(𝑘𝑥)

𝑘2
𝜙𝜋 𝑥2, 𝑢 𝐻 𝑥2, 0

𝜋0 转变形状因子:

SO(4) 平均

解决了信噪比问题

需要结构函数作输入

格点输入

物理 𝜋 结构函数



Gegenbauer 分解
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Gegenbauer 多项式 𝐶2𝑛

3

2 2𝑢 − 1 构成 0,1 上的正交完备基，将 𝜙𝜋, 𝜌𝑠𝑦𝑚 分解为：

𝜙𝜋 𝑥2, 𝑢 = 6𝑢 1 − 𝑢 ෍

𝑛

𝑎2𝑛 𝑥2 𝐶2𝑛

3
2 (2𝑢 − 1)

𝜌𝑠𝑦𝑚 𝑥1, 𝑥2, 𝑢1, 𝑢2 =෍

𝑛,𝑚

𝜌2𝑛,2𝑚(𝑥1, 𝑥2) 𝐶2𝑛

3
2 (2𝑢1 − 1)𝐶2𝑚

3
2 (2𝑢2 − 1)

随着 𝑛,𝑚 ↑ 压低

归一化条件要求: 𝑎0 𝑥2 = 1

𝑎𝜇
𝜋0−𝑝𝑜𝑙𝑒

= න𝑑4𝑥1 𝑑
4𝑥2𝑑𝑢1𝑑𝑢2𝐻 𝑥1

2, 0 𝐻 𝑥2
2, 0 𝜙𝜋 𝑥1

2, 𝑢1 𝜙𝜋 𝑥2
2, 𝑢2 𝜌𝑠𝑦𝑚(𝑥1, 𝑥2, 𝑢1, 𝑢2)

格点输入 结构函数 解析已知

𝑎𝜇
𝜋0−𝑝𝑜𝑙𝑒

≈ 𝑎0,0
𝜋0−𝑝𝑜𝑙𝑒

+ 𝑎0,2
𝜋0−𝑝𝑜𝑙𝑒

+ 𝑎2,0
𝜋0−𝑝𝑜𝑙𝑒

+ ⋯

不依赖于结构函数 忽略高阶项∝ 结构函数的 𝑎2
主要的结构依赖项



如何确定 𝜙𝜋(𝑥
2, 𝑢)?
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思考1: 能够通过格点提取?

• 需要 boost 一个较大的动量
• 反问题

• 并不必要，因为 𝑎𝜇
𝜋0−𝑝𝑜𝑙𝑒

对结构函数依赖不大

原则上可以，但

思考2: 如何估计结构依赖？

物理
𝜙𝜋(𝑥

2, 𝑢)
一系列模型

𝜙𝜋(𝑢)
VMD 模型:𝜙𝜋 𝑢 = 1

AdS/QCD:𝜙𝜋 𝑢 =
8

𝜋
𝑢(1 − 𝑢)

OPE 渐近 :𝜙𝜋 𝑢 = 6𝑢(1 − 𝑢)

Delta 𝜙𝜋(𝑢) = 𝛿(𝑢 −
1

2
)

CZ 模型: 𝜙𝜋 𝑢 = 30𝑢 1 − 𝑢 1 − 2𝑢 2

…

覆盖
不同
能标

通过不同模型估计系统误差

(受 pion DA 启发)



格点组态信息
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Domain wall费米子 + Iwasaki 规范作用量(+DSDR)

RBC/UKQCD 合作组产生(RBC et al., 2016)

物理 𝜋 质量



𝜋0 转变形状因子的计算
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实验数据:

包括 BABAR，
CELLO,CLEO, 

Belle, BESIII

单个模型的结果
(连续极限外推后)

结合不同模型得到的
格点预测和实验一致! 

对模型的选择已经能很好的估计系统误差

ℱ(−𝑄2, 0)

𝑄2[𝐺𝑒𝑉2]
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最终结果: 𝑎𝜇
𝜋0−𝑝𝑜𝑙𝑒

= 58.3 2.1 𝑠𝑡𝑎𝑡 0.9 𝑠𝑦𝑠 × 10−11

不同模型在
连续极限外推后一致

比较24D与32D:

有限体积效应可控

𝑎𝜇
𝜋0−𝑝𝑜𝑙𝑒

的计算结果

格距

统计误差
主导

> 系统误差



总结
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• 提出一种计算𝜋0-极点对HLbL贡献的全新方案
• 格点QCD在缪子反常磁矩中发挥越来越重要的作用

格距

唯象计算：
色散方法，
模型

格点QCD
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